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Abstract
Soit X une varie´te´ torique lisse stratifie´e par l’action du tore. A` partir
de l’e´ventail associe´e a` X nous de´finissons une cate´gorie de repre´sentations
de carquois e´quivalente a` la cate´gorie des faisceaux pervers sur X rela-
tivement a` cette stratification.
1 Introduction
Depuis la de´finition dans [1] de la cate´gorie PervX des faisceaux pervers sur
un espace topologique X , de nombreuses me´thodes ont e´te´ de´veloppe´es pour
en donner dans le cas ou` la stratification est fixe´e une description e´le´mentaire.
Plusieurs descriptions par des cate´gories de repre´sentations de carquois se font
sur des espaces topologiques particuliers munis d’une stratification fixe´e. Rap-
pelons qu’un carquois est un graphe oriente´ et qu’une repre´sentation de ce car-
quois est un foncteur de ce graphe dans la cate´gorie des espaces vectoriels de
dimension finie. Un premier exemple de cette approche est donne´ par A. Gal-
ligo, M. Granger et Ph. Maisonobe qui, dans [4], de´montrent l’e´quivalence de
la cate´gorie des faisceaux pervers sur Cn relativement a` un croisement normal
avec une sous-cate´gorie pleine, note´e Cn, de la cate´gorie de repre´sentations du
carquois associe´ a` un hypercube. On peut aussi citer [7], [2] et [5]. D’autres
me´thodes, plus ge´ne´rales mais du meˆme coup moins explicites, consistent a`
de´crire la cate´gorie PervX dans le cas ou` X est un espace de Thom-Mather.
Citons par exemple R. MacPherson et K. Vilonen, dans [6].
Les re´sultats que nous venons de citer ne tiennent pas compte du caracte`re
local des faisceaux pervers. Rappelons, en effet, que les faisceaux pervers sur un
espace stratifie´ forment un champ. Autrement dit connaˆıtre un faisceau pervers
a` isomorphisme pre`s sur un ouvert U revient a` le connaˆıtre sur un recouvre-
ment ouvert. On peut donc s’attendre a` ce qu’une caracte´risation locale de la
cate´gorie des faisceaux pervers par des cate´gories explicites de repre´sentations
de carquois puisse se recoller sur X en une description simple de la cate´gorie
globale des faisceaux pervers. Ceci permettrait, par exemple, de de´crire les fais-
ceaux pervers sur un espace qui est localement un des espaces cite´s. Dans [9] et
[8], D. Treumann utilise se genre de me´thodes pour ge´ne´raliser le proce´de´ de´fini
dans [6].
Nous nous inte´ressons ici a` la cate´gorie PervX des faisceaux pervers sur une
varie´te´ torique lisse X stratifie´e par le l’action du tore. Les varie´te´s toriques sont
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des espaces indique´s car ils sont localement isomorphes a` des produits de Ck et
de C∗l stratifie´s par le croisement normal. Il s’agit donc d’utiliser la notion de
champs et notamment de champs constructibles pour recoller les descriptions
de A. Galligo, M. Granger et Ph. Maisonobe. Nous exposons ici le re´sultat de
cette me´thode. Ainsi a` partir de la donne´e du´n e´ventail nous de´finissons une
sous cate´gorie pleine de la cate´gorie de repre´sentations d’un certain carquois
e´quivalente a` la cate´gorie PervX .
2 Cate´gorie des faisceaux pervers sur les varie´te´s
toriques lisses.
On note ∆ un e´ventail de Cn, v1, · · · , vk les vecteurs primitifs qui engendrent
les coˆnes de dimension un appartenant a` ∆, et I l’ensemble des parties I de
{1, · · · , k} telles que l’enveloppe positive des vecteurs {vi}i∈I soit un coˆne de ∆.
On note XI la varie´te´ associe´e au coˆne σI et PervI la categorie des faisceaux
pervers sur XI relativement a` la stratification donne´e par l’action du tore.
On suppose de plus que ∆ est un e´ventail re´gulier de Rn, la varie´te´ X∆ est donc
lisse.
Definition 1. Soit I une partie de I, on dit que I et σI sont maximaux s’ils
sont maximaux pour l’inclusion dans respectivement I et ∆.
Pour tout coˆne maximal σI de ∆, on se fixe une base BI de Z
n qui contient
les vecteurs {vi}i∈I (l’existence de BI est assure´e par le fait que ∆ est re´gulier).
Definition 2. On note c∆ le carquois de´fini par la donne´e :
• pour tout coˆne σI de ∆, d’un sommet sI muni de n− l boucles, l e´tant le
cardinal maximal des ensembles maximaux de I contenant I,
• pour tout couple (σI , σI′) de coˆnes de ∆ tels que σI′ soit une face de
codimension un de σI , de deux fle`ches entre sI et sI′ de sens inverse.
Exemples
• Le carquois associe´ a` la varie´te´ torique Cn est un hypercube de dimension
n. De meˆme le carquois associe´ a` Cl×C∗n−l est un hypercube de dimension
l dont les sommets sont munis de n− l boucles.
• Si ∆ ∈ C2 est la re´union des faces des coˆnes respectivement engendre´s par
les vecteurs (e1, e2) et −e1 − e2 ou` (e1, e2) est la base canonique de C2.
Le carquois associe´ est le carquois (1). De meˆme les carquois associe´ a` P1
et P2 sont respectivement les carquois (2) et (3):
•
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Un objet de la cate´gorie des repre´sentations du carquois c∆ est donc la
donne´e d’une famille :
(
{EI}I∈I , {uIp, vIp}I∪{p}∈I, {iMI}
)
ou` EI est un espace vectoriel de dimension finie, uIp et vIp sont des appli-
cations line´aires de respectivement EI dans EIp et EIp dans EI et ou` iMI
est un endomorphisme de EI ou` i varie de 0 a` n − l, l e´tant le cardinal
maximal des ensembles maximaux de I contenant I.
Definition 3. On note C∆ la sous-cate´gorie pleine de la cate´gorie des represe´sentations
du carquois c∆ forme´e des objets tels que :
(i) Pour toute partie I de I l’application line´aire iMI est inversible.
(ii) Pour tout couple (I ∪ {p}, I) appartenant a` I2 l’application line´aire MIp
suivante est inversible :
MIp = vIpuIp + Id.
(iii) Pour tout quadruplet (I, I ∪{p}, I ∪{q}, I ∪{p, q}) de parties appartenant
a` I les applications line´aires uIp, uIq, uIpq, uIqp et vIp, vIq, vIpq, vIqp
donne´es par le diagramme
EI∪p
vIpuu
uIpq

EI
uIp
66
uIq

EI∪{p,q}
vIpq
]]
vIqpvv
EI∪q
vIq
]] uIqp 77
ve´rifient les conditions de commutations suivantes :
uIpuIpq = uIquIqp, vIpqvIp = vIqpvIq, vIpquIqp = uIpvIq.
(iv) Pour toute partie J de I, pour tout e´le´ment p de {1, · · · , k}\J tel que
J ∪ {p} ∈ I et pour toute partie maximale K de I de cardinal maximal
contenant J mais ne contenant pas p, on note (v1, · · · , vn) la base BK fixe´e
plus haut et on suppose que, pour tout i ∈ {1, · · · , j} vi appartient a` σJ ,
pour tout i ∈ {j+1, · · · , l} vi appartient a` σK . Enfin on note (p1, · · · , pn)
les coordonne´es de p dans BK. Alors l’application line´aire MJp s’e´crit
comme suit :
MJp = M
pj+1
Jvj+1
· · ·MplJvl(1MJ)
pl+1 · · · (n−lMJ)
pn
Pour mieux comprendre cette de´finition donnons quelques exemples :
• Quand la varie´te´ torique est Cn on retrouve la cate´gorie CCn de´finie par
G. Galligo, M. Granger et Ph. Maisonobe dans [4].
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• Soit (e1, e2) la base canonique de Z2, e3 = −e1 − e2 et ∆ l’e´ventail forme´
des faces des coˆnes engendre´s par {e1, e2}, {e1, e3} et {e2, e3}. La varie´te´
torique associe´e a` ∆ est P2. La cate´gorie CP2 est la cate´gorie forme´e des
objets :
E1
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tels que, pour (i, j) ∈ {1, 2} avec i 6= j :
- uiuij = ujuji, vijvi = vjivj , vjiuij = ujvi
- M∅i = vi ◦ ui + Id et Mij = vij ◦ uij + Id soient inversibles,
Explicitons maintenant la condition (iv) :
- Conside´rons M∅3, ici J = ∅, p = {e3} et K = BK = (e1, e2) ainsi on
a : M∅3 = M
−1
∅1 M
−1
∅2 ,
- Inte´ressons nous maintenant a` l’endomorphisme M13, cette fois J =
{e1}, p = {e3} et K = BK = (e1, e2) on a ainsi : M13 = M
−1
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De
meˆme, pour tout (i, j, k) ∈ {1, 2, 3}3, tous les trois diffe´rents on a :
Mij = M
−1
ik
Theorem 4. Les cate´gories C∆ et Perv∆ sont e´quivalentes.
Soit ∆ un e´ventail re´gulier et X la varie´te´ torique associe´e a` cet e´ventail. L’ide´e
de la preuve est de de´finir un champ C∆ de cate´gories de repre´sentations de
carquois e´quivalent au champ des faisceaux pervers sur X relativement a` la
stratification de l’action du tore. En effet la cate´gorie des sections globales de
CX est alors e´quivalente a` la cate´gorie Perv∆. Les champs pouvant eˆtre de´finis
localement il suffit de de´finir un tel champ pour toute varie´te´ torique lisse affine,
puis de les recoller.
Notons que les varie´te´ toriques lisses affines sont des produits de C∗ et de C et
que la stratification de l’action du tore n’est autre que la stratification produit du
croisement normal et des C∗. Ainsi dans un premier temps nous transformons
l’e´quivalence de cate´gories de A. Galligo, M. Granger et Ph. Maisonobe en
une e´quivalence de champs sur Cn. Nous nous appuyons pour cela sur une
description combinatoire des champs constructibles.
Puis pour recoller ces champs, et surtout pour expliciter les sections glob-
ales du champ recolle´ nous explicitons, a` partir de la donne´e d’un e´ventail, les
morphismes de recollement des varie´te´s toriques.
Les conditions (i), (ii) et (iii) de la cate´gorie C∆ sont issues des e´quivalences
de´finies par A. Galligo, M. Granger et Ph. Maisonobe. La condition (iv) est
elle donne´e par les recollements toriques.
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